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Erstie ﬁinfﬁhrung in die Hahracheinlichkeitsrechnqu in der Schule®

Roland Fischer, Klagenfurt

0. Grundredanken eines Vorschlaces flir eine Einfilhrung in die Vahr-

scheinlichkeitsrechnung

Bine selbstverstiindliche unabdinsbare Forderung an jede Einfihrung
in die ¥ahrscheinlichkeitsrechnung muf die nach der Entwicklung eines

addquaten Fahrscheinlichkeitsbegriffes, ink lusive seiner Bezilge zur

Realit#t, sein. Der Erfillung dieser Forderung wirkt sllerdings in
der Unterrichtspraxis (der Schule und Hochechule) einiges entgegen.

So glaube ich, daB in manchen Kursen gu frih ein innermathemati-

scher Wahrscheinlichkeitsbegriff angesirebt wird. Ficht unbedingt

rr im Sinne des FOLMOGOROVWschen Axiomensystems, aber z.B. ales be-
liebige "Gewichtsverteilung” oder auch nur (im ersten Anlasuf) ale
Gleichverteilung auf endlichen Mengen. Was dabei herauskomnt, ist eine
kombinatorische Theorie der GlUcksspiele oder - auf der Hochschule -
eine Theorie'normierter BOOLEscher MaB-Algebren. In jedem Fall han-
delt es sich um eine reduktionistische Vorgengsweise (Vgl.[Stegmiiller
1973])._D.h. Hahrecheinlichkeitatheorie wird auf eine andere The-
orie zuriicksefithrt, insbesondere suf Konmbinatorik oder MaBtheorie.
Dagesen erheben immer mehr Stochastiker die Forderung, daf das so-
genannte “stochastische Denken” reschult verde, und gwar mbglichet
fruh (z.B. [ Dinges 1976)). Vesentlicher Bestandteil des stochasti-

schen Denkens ist die Beziehung des Wahracheinlichkeitsbegriffes zur .
®)

Dies ist eine iiberarbeitete und erweiterte Fassung der beim
Usierreichischen Mathematikertreffen in Leoben im Seplember 1979
und beim Lehrerfortbildungstag an der Universitit Wien im

Mirz 1979 gehaltenen Vortrige.
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Realitdt, jnsbesondere die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten und
jdie Interpretation von Wanhrscheinlichkeitsaussagen in der Wirklich-
keit. Viele Begriffe, die im Rahmen mathematischer Modelle exakt
definiert werden kinnen, sind durch "vormathematischen" Gebrauch
dem Lernsnden vertraut. Beispiele dafiir sind "Abstand”, "Geschwin-
digkeit" oder "Yurve". Dem Wahrscheinlichkeitsbegriff hingegen be-
geguen viele Schiller zum ersten Mal, wenn er nach kurzer.ﬁotivation
in ziemlicher Allgemeinheit definiert wird. Dies entspricht meines
Erachtens sinem Vorgehen, als wiirde man, chne vorher jemals iiber-
haupt von Geschwindigkelit geredet zu haben, die Momentangeschwin-
digkeit als den Anstieg der Zeit-Ort-Funktion definieren.

Wenn das mathematische Mcdeli der Wahrscheinlichkeitsrechnung
cinmal konstruiert ist, wird darinnen gearbeitet. Die Schwierig-

keiten mit dem Kalkiil, insbesondere mit der Xombinatorik, iberwie-

gen dann alles andere. Dadurch kommi in der Regel das Herstellen
von Beziehungen zu auBermathematischen Situationen zn kurz. (Durch
das bloSe Arbeiten im Modell kann tibrigens auch dessen Stellenwert
xaum bewult gemacht werden).

Die Aufgabe, in praktischen Fdllen Wahrscheinlichksiten zu be-

gtimmen, kc%mt der beurteilenden Statistik zu. Sie entwickelt so-

zusagen die “Mefvorschriften fur die Wahrscheinlichkeit. DaB sie oft
ein Stiefkind einer Einfihrung in die Wahracheinlichkeitsrechnung
ist, wirkt ebenfalls der Entwicklung eines adiquaten Wahrschein-

lichkeitsbegriffes entgegen.

Welche anderen Mdglichkeiten zur Kumestaltung gibt es? Ausgehend

von dieser Kritik mochte ich einige Vorschlige filr die Gestaltung
einer ersten Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung machen.
Yor einer ausflinrlicheren Darstellung in den folgenden Kapiteln selen
die Grundgedanken kurz skizziert;

Bs ist mbglich, den Wahrscheinlichkeitsbegriff im ersten Anlauf

skl
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nicht im Rahmen eines Modells, also nicht innermathematisch, zu de-

‘
|
finieren. Man kann Wahrscheinlichkeiten als Kennzahlen auffassen, i
jie realen Ereignissen in verschiedenen Situationeh zugeschrieben
tserden konnen und die eine bestimmte Bedeutung haben - etwa im Sinne
sines Zusammenhanges mit relativen Hiufigkeiten in langen Versuchs-
serien. Auf dieser Basis 158t sich ein Stick Wahrscheinlichkeits-

rechnung entwickeln, wobeil zunichat auf Kombinatorik verzichtet wird,

Mengenmodellierung und Axiomatisierung - ein Stiick Wahrscheinlich-

keitstheorie - kdnnen anschliefend behandelt werden und dienen>vor

allem der weiteren Kldrung des wWahrscheinlichkeitsbegriffes und we-

niger der ErschlieBung neuer Verfahren.
Bine Weiterentwicklung des Kalkiils sollte dann so angelegt werden,
daB in erster Linie die Grundlagen fir einfachste Begriffe und Me--

thoden der beurteilenden Statistik geschaffen werden. Bine zumindest

exemplarische Behandlung dieser Begriffe und Methoden (etwa Tests
oder Bereichsschidtzung) sollte nimlich jedenfalls zu einer Binfihrung
in die Wanrscheinlichkeitsrechnung gehfren. Im Notfall wiirde ich eher
auf Mengenmodell und Axiomatisierung verzichten.

Die von mir gemachten Vorschlige beziehen gich auf ein Minimal~
programm. Was in zustiitzlichen Ubungen oder in leistungskursen mit
guten Schiillern gemacht wird, ist derzeit nicht das Hauptproblem der

Mathematikdidaktik. Mancher wird daher einiges Wichtige vermissen.

Trotzdem glaube ich, daB8 es noch Jahre dauvern wird, bis die Inhalte, |
von denen ich reden werde, zum Standard lehrstoff des Gymnasiums
gehBren.

s sel noch daraul hingewiesen, dafl die Beispiele und ein grober ,
Teil der theoretischen Betrachtunegen zum Wahracheinlichkeitsbegriff
dem Tehrwerk MATHEMATIK OBERSTUFE, Band 3, entnommen sind, an dem

jich gemeinsam mit den Kollesen Biirger, Malle, Cejnek und Milhlgassner
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darzeit arbeite, Basondaras Harrn BUrger bin ich fUr viele wartvollns

Anrepunaen und VYerachllpge zu Mank verpflichtet.

1, Erate Pntwicklung ainaa Wahracheinlichkeitabepriffs

Wahrocheinlichkeit als relativer Anteil. Man kann das Verglasichen

banUtzen,

Famillien 1971 nach 2ahl der Kinder (nach Bundesiinder

yon Erwartungen als ersten intuitiven Zugang zur Wahrscheinlichkeit

tHiedar- Ohee-
il evainnd EFRREN [Essvill oy SRR Ltrratll IETTRN Rl e

relch telch e
Famillen mit O Kindeen $17.447 19.433) 1.820 119.%49 34.9%8 27.3894¢ 8%.533 29.149) 14.675 204.39)
rosilieon ait 1 Rind 391.320 20.287 18.237 110.943 £6.504 219.703 93,187 37.198 16.937 1%%.%04
Fomilien mit 2 Xindern 397.0)% 19.0%6 30.01) T79.94% $7.332 22,330 36.714  29.427 14.37) $9.33%
Tamilien wit 3 Kindesrwm 182,108 8.142 15.341 ’6.227 3%5.228 11.079 31.6896 16.33% 3.3%1% 18,200
Temilicon mit 4 oder i
mahe Xindern 141.552 4.99% 13,704 26.218 30,766 2.i28 25.)72 15.4086 8.3 7.630
Kinder in Famillion wmit
4 oder sehr XKindem £83.777 23,569 67,003 125.579 149,164 34,072 122.72% 76.208 40.080 18,261
Fasilien fnsgesamt 1.929.662 71.637 129.635 371.881 306.388 3%.674 202,702 127.7%7 $).367 3858.1 7
Rinder inogessat 2.509.6%91 10%.094 212.309 30Y.195 479,136 051,792 44%.024 221.383 $12.916 184,062

Aufgabe: Flr eine Meinungsumfrage

werden aus

allen Familien eines

; Bundeslandes zufHllig Familien ausgewﬁhlt. Beantworte anhand obiger

Tabelle: {(a) FErhdlt man in Salzburg eher eine Familie mit einem Xind

oder aine Familie mit zwei Kindern? (b) ¥Wo erhilt man eine kinder-

lose Familie eher, in KHrnten oder im Burgenland?

Lsung: (a) Da es in Salzdburg 29.703 Familien mit einem Kind und

eher sine Familie mit einem Kind erhdlt, (b) Tn KHrnten gibt es

nur 22,380 Familisn mit zwei Kindern gibt, ist zu erwarten, da8 man

31.830 kinderlose Familien; im Burgenland nur 19.453. Sind deawegen

in Kirnten kindarlose Familian aher anzutreffen? In XHirnten gibt as

Jja Uberhaupt mehr Familien als im Burerenland,
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Wir berechnen daher die relativen Anteile der Mengen der kinderlosen

Familien in Kdirnten und im Burgenland:
31 820

KAarnten: 159 635 % 0,245 = 24,5%
Burgenland : ; 433,2 0,272 = 27,2%

Demnach sind im Burrenland kinderlose Familien eher énzutreffen!
Bei sogenannter "zufdlliger Auswahl", d.h. wenn kein Element be-

vorzust bzw. benachteiligt wird, kann man also den relativen Anteil

einer Teilmenge in einer Menge als MaB fiir die Brwartung nehmen, da8
man ein Element der Teilmenge erhdlt. Wir nehmen das zuniichst ohne
weitere Begriindung als intuitiv klar hin. Bin MaB8 fir eine Erwartung

nennen wir Wahrscheinlichkeit. Allgemein formuliert erhdlt man eine

Regel fiir das Zuordnen von Wahrscheinlichkeiten zu realen Ereignissen.

Wahrscheinlichkeit als relativer Anteil: Es sei G eine endliche

Mence und A€ G. Wird aus G ein Element zufdllig ausgewidhlt, so nimmt
man als Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das ausgewihlte Element zu A
cehbrt, den relativen Anteil von A in G. Wir schreiben kurz:

P (Das ausgewdhlte Element gehdrt zu A) = g "

An "zufdlliger Auswahl" ist man z.B. bei Gliickspielen (Lotterien)
oder bei Meinungsumfragen interessiert. Da8 "zufdllige Auswahl"” vor-
lieot, wird oft angenommen, wenn man keinen Grund hat, etwas anderes
anzunehmen, insbesondere, daB8 ein Element bevorzugt bzw. benachtei-

ligt wird. Man nennt dies das Prinzip des unzureichenden Grundes.

Es liegt in der Natur dieser Auffassung von Wahrscheinlichkeit, daf
man je nach Informationsstand verschiedene Ergebnisse erhalten kann,
was etwa in der folgenden Aufgabe zum Ausdruck kommt:

Aufgabe: Tir ein Quizspiel wurde aus der Menge aller Ysterreichi-
schen Familien zufdllig eine Familie ausgewAhlt.

(a) Wie mroB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Familie aus Wien

kommt?
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(b) Wir haben arfahren, da8 in der ausgewihlten Familie mindeatens

vier Xinder leben. ¥Wie gro@ 1a£ nun die Wahrscheinlichkeit, dafl aie

aua Wien kommt? \

Zufallsmechanismen und GluUcksspiele. Zur DurchfUhrung "zufalliger

Augwahl", wie man sie etwa bei Gllcksspielen haben michte, gibt es

veraschiedens Methoden., Besonders einfache sind: Ziehen aus einer

Urne oder aus einem Kartenspiel usw. Aber auch: Munzwurf oder Wirfeln.®
In den beiden letzten FHllen wird aus einer Menge mit zwei bzw. sechs ’é
Rlementen zufkllig ausgewihlt. Beim Rouletie wird eine aus sieben- ‘
unddreiBig Zahlen zuftllig auagewihlt. In all diesen Fdllen lassen

aich Wahrscheinlichksiten mit der Regel "Wahrscheinlichkeit als re-

lativer Anteil" berechnen.

Binige Bezeichnungen. Anhand des erarbeiteten Beispielmaterials

lassen sich die Begriffe "Versuch", "Ereignis™, sowie "sicheres Er-

eignis™ und "unm¥gliches Ereignis” erkliren. Dnbei reschieht nichts

anderea, als daB Bezeichnunsgen fUr gewisse reale Gerebenheiten ein-
gefihrt werden. Diese Begriffe kSnnen in diesem Stadium nicht in
mathematiachem Sinn definiert werden. Es liest ja kein mathematisches
Modell vor, wie etwa das Mengenmodell, innerhaldb deasen dies geacheheni{

kinnte.

Wahrscheinlichkeit als relative Hiufigkeit. Dag mdn Erwartunzen
mittels relativer Anteile mil8t, baruht vielleicht auf der intuitiven

Vorstellung: Ja hiher der relative Anteil (dar Teilmenne) ist, desto
ahar tritt dna Ereisnias ain. Dad heim ¥WUrfeln alle Augenzahlen die
Wahracheinlichkelt % haban, badeutet vorderhand nicht mehr, als dagB

ko
&
3
¥

fUr alle Ausenasahisn die gleions Krwartunz beateht., ¥elche quanti-

tative Prognose kann aber man ann dar Aunmane P (Fa kommt ”6”)==é

SFRNAEURE R

ablatitan? = PUp einan Rinzselversuch keine, ¥Yohl nhor'fur eine !3:-

A AT RS

auchafolr~a, Nag sollte vom Sohlilar erfahran werden, daher die fol-

renda Aufanhn,

e v”\*?.{—#u"«'{.'.;"."r‘L' LN




Aufpabe: Jeder Schiller g0ll 30mal wirfeln und notieren, wie oft

dnbei eine Sechs kommt., AnschliefBend sind die Ergebnisse aller Schi-
ler susammenzufassen. In welchem Bruchteil aller Wiirfe ist eine Sechs
rekommen?

Man erkennt: Die relative Hiufigkeit in der Versuchsfclge ist bei
erofBer Anzahl der'Vnrsuche unpefihr gleich dem relativen Anteil in
der Crundmenge und damit gleich der angenommenen Wahrscheinlicﬁkeit.
Dies ist eine Erfahrungstatsache, die an verschiedenen Beispielen
iiberprift werden kann, bei denen zufdllige Auswahl angenommen wird.
Die folgende Aufgabe leitet einen neuen Gedanken ein.

Aufgabe: Wirft man einen ReiBnagel, so kann er so 1 oder 80 A 2zu
liegen kommen. Es sei E das Ereignis, dag durch die erste lage be-

stimmt ist. Wie grof ist P(E)? Fihre eine Versuchsserie durch!

Zur Ldsung dieser Aufgabe beplnnt man mit der naiven Annshme :
P(E)-.z Eine Versuchserie mlt einem bestimmten ReiBnagel n“gibt
aber (etwa) hBOO(E)=:0’74' Offenbar weicht diese relative Hauflg—
keit von der angenommenen Wahrscheinlichkeit doch deutlich ab. Will
man die Aussame, daB bei zufilliger Auswahl die relative Hiufigkeit
in einer langen Versuchsserie ungefahr gleich 6em relativen Anteil
in der Grundmenge ist, aufrecht erhalten, so mul man annehmen, daf
hier eben nicht zuffllige Auswahl vorliegt. Wie komnt man denn aber

zu einer Wahrscheinlichkeit fur E? Offenbar wire es vernunftig

P(E)S 0,74 anzunehmen.

Dazu formulieren wir folsende Regel:

Wahrscheinlichkeit alp rejative Hiufigkeit: Fin Verauch mit einem

Breignia B wearde n-mal unter den psleichen Bedinsuneen durchprefuhrt.
Ko sei n grof und hn(R) die relntive Hiufigkeit von ¥, FUr eine
7ahl P(R), die ala Wahrsohninlichkelt fur K angenommen wird, eoll
dann pelten: hn(n) 2 p(w).




Diese Regal dient zur UberprUfung und zur Gewinnung von Annahmen
Uber Wahracheinlichkeiten. Beides iat in dem Reilnarel-Beispiel ge-
schehen, Weiter lassen sich Aufgaben der folgenden Art beéhandeln:

Aufgabe: Tndem man 5Cmal blind mit einem Bleistift auf eine Zeituns
tippt, schHtze man, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zufdllig aus
dam vorliegenden Text ausgewdhlter Buchstabe ein Vokal ist.

Verschiedene Versuchsserien k¥nnen zu verschiedenen relativen
Hiufigkeiten und damit zu verschiedenen dahrscheinlichkeiten fidr
ein Ereignis fuhren. Es ist aber eine Erfahrungstatsache, daB bei
groBem n die relativen HHufigkeiten hn(E) in verschiedenen Versuchs-
serien nicht sehr voneinander abweichen (Empirisches Gesetz der
groBen Zahlen).

Bedingte ¥ahrscheinlichkeiten. Wir wissen bereits, daf8 Wahrschein-

lichkeiten vom Informationsstand abhiingen k¥nnen. Dies kommt auch in
folgender Aufgabe zum Ausdruck.

Aufgabe: Die 628 Beschiftigten einer Firma verteilen sich gemiS8
nebenstehender Tabells auf die Oruppen Prauven-~Midnner bwz. Raucher-

Nichtraucher. Eine Perason X wird zufdllig susgewihlt. Berechne:

P —

(a) P(X ist Raucher) Frauen | Mdnner
(b) P(X ist Raucher), wsnn Raucher 201 189
man bereits weil, dag Nieht-
) raucher 38 140

X eine Frau ist.

L¥sung: (a) P(X ist Raucher) = %g% % 0,62

(v) P(X iat Raucher) = %8% 8 0,67

Bei (b) wird dis ¥ahracheinlichkeit #ines Praignissea P, unter der
Yoraussatzung bsrochnet, dad #in Praignia E, aintritt (baw. einge-

treten 18t)., Man fUhrt daflir sin Oymdo) ein, P(H'IH?). und nennt

Alan bedinzte ¥ahrachoinliqhkelt von R, untar dev Vorauasetzung 82.

Bedinpnta Wahracheinlichkeiten steallen {n diesem Zusammenhang keine

N R T R ol T L I S e R TS RS e Qi LW AR e b Bhay TR XUy . bt SRRl i T
L IR N R ONT By GG SR 5 0 B L R R - S B R




neur Art von ¥ahrscheinlichkeit dar. Vorausrmetgzungen bzw, Annahmen

linpen jn jeder Wnhrecheinlichkeitsbertimmung smugrunde. (Bisher
meint "zufHllige Auswahl™), Das Besondere an den badingten Wahr-
ncheinlichkeiten ist, daB eine Vorauesetzung derin besteht, dal

ein bestimmtes Ereignis eintritt und def dieee Voraussetzung in der
Symbolik ausgedriickt wird. Man sapgt, E2 begiinatipgt 31 falle
P(R,|F,)> P(R,) ist, und E, benachteiligt E,, falls P(E,|E,)< P(E,)
ist, und schlieBlich sagt men, daf E1 unabhlingig von E2 ist, falls
P(®,|E,) = P(F,) ist.

Damit lassen sich verschiedene Aufgeben behandeln. So kann man
etwa anhnnd einer Tabelle Uber Blicherkauf-Gewohnheiten der Uster-
reicher untersuchen, ob das Ereignis, Hauptechulbildung zu haben,
das Ereignis, keine Blicher zu kaufen, beglinestigt. Bin anderee Bei-

spiel ist die folgende Aufgabe.

Aufgabe: Einem Iehrer wird vorgeworfen,' Note |Midchen |Knaben
er benote Schlilerinnen mii&ér als Schliler. 1 15 10
Zu seiner Rechtfertigung legt er die § 3; g?
nebens&nhende Tabelle vor, die eine Zu- g 33 ??
sammenfassung der von ihm im letzten Jahr 150 103

serebenen Schularbeitsnoten enthélt. Besteht der Vorwurf gurecht?
(Untersuche etwa: Beglinstigt dae Freignie, eine Schillerin su sein,

das Ereiznis, eine Note besser als 3 zu erhalten?)

Oft wird die bedinzte Wahrscheinlichkeit reduktionietisch (unter
Zurlickfihrune auf “z;r%h:lée?a" ¥ahrscheinlichkeit) durch die
Gleichuns P(B'lR?)n-1n¥;713- definiert. Bei den enmegebenen Bei-
epielen stellt siok aber ein direkter Zugans, bel dem dann bedingtie
¥ahrsoheinliehkeiten rls relative Antetile berechnet werden, fle ne-
tUrlicher hereus, Wirde men etws in der oben mngefiihrten Aufgebdbe

Ubey Raucher und Kichtreucher varschiederien OGrschlechic in einem




Betrieb die Wahracheinlichkeit P(X ist Raucher) X ist eine Frau)

P(E, A E,)
nach der Formel P(E1|E2)"_'F%E;Tg' berechnen, 80 whHre dies doch

gekUnstelt - allenfalls kidnnte eine soche Berechnung zur Rechtfer-

tigung der Formel dienen.

Wae ist Wahrscheinlichkeit? Es ist klar, daf das, was bisher iber

Wehrscheinlichkeit gesagt wurde, keine exakte (inner-)mathematische
Definition ist. Schon gar nicht eine, die den jeweiligen Wert zahlen-
miBig eindeutig bestimmt, wie das etwa bei der ﬁefinition des Wurzel-
begriffes oder des Integralbegriffes der Fall ist. Worum handelt es
sich sonst?

Wahrecheinlichkeit wird wie eine physikalische GriBSe géhandhabt,

etwa wie "Idnge" oder "Gewicht" (Wahrscheinlichkeit ist natiirlich
auch eine physikalische GriéBe, der Anwendungsbereich geht aber Uber
" die Physik hinaus). Ee wurden einige Regeln angegeben, die folgende
Funktionen haben:

- Sie dienen der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten, entweder auf
Grund von Annahmen und theoretischen Uberlegungen oder auf Grund
von Versuchen. (Das gibt es auch bei den genannten physikalischen
Gr8Ben: Z.B. Lingen kdnnen mittels theoretischer (geometrischer)
tiberlegungen ermittelt oder auch gemessen werden).

-~ Sie drUcken den Sinn des Washrscheinlichkeitsbegriffs aus, inebe-

sondere fur Prognosen.

Hagreghgf&lighkeitgwogto eind in der Regel wneicher. Man kann fur
dasselbe Breignis verschiedene Wahrscheinlichkeitewerte erhalten,

z.B. wenn verschiedene Versuchasserien vorliegen cder wenn auf Grund
verschiedener Informationen Wahrscheinlichkeiten sugeordnet werden.
- Das {et bel den meieten physikalischen Grifen nicht prinziplell

andqra! Auoh fUr die l¥nge einen Stabes, die Temperantur eines Oases

uew, arhilt man bei gensuer Memsuns veraschiedene Melergebniene, die
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dnnn remittelt werden, Auch die Vorinformation des Beobachters kann
rinen RinfluB auf dae MeBergebnis haben: er sntacheidet ja, welches
Me@instrument er verwendet. Fin Thermomster, dessen Temperatur sich
aehr von der zu messenden Temperatur etwa des umgebenden Gases unter-
scheidet, wird dessen Temperatur verindern und im Endeffekt eine an-
dere Temperatur anzeigen als ein Thermometer, dessen Temperatur mit
jener des umgebundenen Gases nahezu Ubereinstimmt. - Wenn auch in
dieser Hinsicht kein prinzipieller Unterschied zwischen vielen phy-
sikalischen GrdBen und der Wahrscheinlichkeit besteht, muB man doch
beachten, daB die Unterschiede zwischen Wahrscheinlichkeitswerten oft
viel groBer seir ¥ionnen als die Unterschiede zwischen verschiedenen
MeBergebnissen.

In diesem 7usammenhang stellt sich auch die Frage: Gibt es den

“wahren, objektiven Wert" einer Wahrscheinlichkeit? Oder gind Wahr-

scheinlichkeitswerte nur subjektiv zugeordnet?

In der Physik spricht man, wenn man verschiedene MeBergebnisse fir
eine GrbRe erhdlt, oft von MeBfehlern. D.h., man geht devon aus, dal
es einen "wahren Wert" fir die zu messende GridBe gibt, dal man diesen
aber bei Messungen nicht genau erhilt. Eine #hnliche Auffassung givt
es nuch beziimlich Wahrscheinlichkeiten: Man kann etwa beim ReiBinagel-
werfen annehmen, daB es eine bestimmte reelle Zahl gibt, die gleich
der Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmte lage ist. Diese Zahl hHngt
von der physikalischen Beschaffenheit des ReiBnagels, der Luft und
der Art des Werfens und vielleicht noch von andersn Umstlinden ab. Da
man diese Zahl allerdings nie genau und sicher bestimmen kann - Ubri-
~ens auch beim Mungwurf, Wurfeln, Roulette nicht, de kein Gerht gfang
gymmetrisch it - lshnen es manche ¥ahrecheinlichkeitatheoretiker ab,

wahrsoheinliohkeit £ls eine "objektiv eximtierende" Grife ansusehen.
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Damit i3t %ein prinsipieller Unterschied zu phyaikalischen Grifen
wie "lLdnge", "Temperatur” uaw, gegeben., In der heutigen Physik wei8
man, dafl visle Griflen grundsitzlich nicht genau bestimmbar sind, da
sie sich stindig und insbesondere durch den MeS8vorgsang veriindern -
z.B, die Temperatur eines Cases. In diesem Sinn gibt es8 auch diese g;
phyaikalischen Grifen nicht - zumindest nicht als eindeutig bestimm- lg'
bare zugeordnete reelle Zahlen. -

Cenaue Werte erhHlt man in der ¥Wahrscheinlichkeitsrechnung wie in
der Physik immer nur dann, wenn man theoretische Annahmen trifft,
z.B. "zufillige Auswahl" oder, daB ein bestimmtes reales Dreieck
wirklich reqhtvinkelig ist (damit zur Lingenberechnung der pytha-
goriische Lehrsatz angewendet werden kann).

Obwohl man von vielen physikalischen GridSen weiB, daB sie als ge- 4i€
naue Werte in der Realitlt nicht existieren, ist es doch bequen,
davon zu sprechen, z.B. von der Temperatur eines Gases. Es ist also
einfacher, 80 zu tun, als glbe es einen genauen Wert. Ahnlich ist
es in manchen Situationen bei der Wahrscheinlichkeit: Bei Munzwurf,
ReiBnagelwurf etc., ist ea unter Umstlénden zweckmiBig, die Existensz

eines "wahren Wertes" daer Wahrscheinlichkeit anzunehmen. In all

diesen FHllen ist die Annahme eines gzenauen Wertes zumindest eine

nitgliche Miktion, die theoretische Begriffsbildungen erleichtert.

Pur Anwendungen ist e belanglos, ob man die Fxistenz von Wahr-
scheinlichkeiten annimmt oder nicht. Es kommt sher darauf an, welche
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praktische Bedeutung Wahrascheinlichkeitsaussagen haben., D.h., wie

man su ihnen kommt und welche Konsequensen man daraus ziehen kann,
Wir haben dhsu die Regel "Wahrscheinlichkeit ala relative HHufig- j
keit" formuliort. ie Ribt einerasita an, wie man zu ¥Wahraschein-
lichkeitezausaagen kommen kann, und andororanitl pagt sie, waa'oino ' 1

¥ahraocheinliochkei tenunsane (als Prosnome) bdedeutet. "Wahrscheinlich-




- 62 -

krit nlps relative HHufipgke 1t" 46t die letzte Inatanz, wenn €8 um
fintacheidunzen in Bezug auf wWahricheinl ichkettsanussagen geht. Dal
nie unprizise Formulierunpgen enthiilt, ist unumsinglich: Beziehungen
swischen Mathematik und Remlitit kdnnen nie mit innermathematischer

Genauirkeit herpgertellt werden.

Beziiglich der beiden Regeln "Wahrscheinlichkeit als relativer An-
teil" und "Wahracheinlichkeit 2ls relative Hiufigkeit" werden keine

expliziten Konsistenzﬁberlegungen durcheefinrt. Es handelt eich

- wissenschaftstheoretisch gesehen - um "partielle Deutungen"” des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs (vsl. [ Stegmiiller 19731). Es wird "lokal"
pearbeitet. Dabei erscheint "wWahrscheinlichkeit als relativer Anteil"
als der einfachere, primire Begriff. Er ist schon Volksschulkindern

zuginglich (vgl. [Fischbein 1975]).

Derartige Reflexionen iber den Wahrscheinlichkeitsbegriff sollten,
entsprechend formuliert und durch Beispiele illustriert, auch Schi-

lern zuginglich gemacht werden.

2. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Grundlegend flir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten sind Addi-
tions- und Multiplikationsregel. Diese hnben fiir den der Mathematik
(noch) nicht vollsttindig einverleibten Wahrscheinlichkeiten, von
in bestimmter Weise verbundenen vealer Frelgnissen zusemmenhdingen,
bzw. als Postulat, zusammenhlinmen sollen. Sie sind nicht mathematisch
beweigbar. Um bei Annlogie zu IHnge oder Gewicht zu bleiben: Fugt
man zwei Sthbhe aneinander, so addieren sich die I¥ngen. FUgt men
zwal K8rper zusammen, ao addieren aich ihre Gewichte., Auch diese
SHtze sind nicht mathematisch beweiohnr, rondern nur empirisch Uber-

prufbar oder durch Gedankenexperimrnte rrklHrbar,

Additionsrerel. Nin Additionaremnl braucht im 7unammenhang mit der

Oder-VerknUpfuns von Frelgninasen nur hewulbt remacht gu werden.
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Additionaregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung: 8ind E' und Rz

sinander ausschlielBende Ereignisae dessslben VYVersuches, sc gilt

P(R, v B,) = P(E, ) + P(E,).

Zine Bagrindung arfolgt anhand der Additivitit des relativen An-
teils und der relativen Hugtjékeit.

Bs geht zuniichst nicht darum, mit dieser Regel neue Aufgaben lH¥sen
zu ktnnen. Sie wird als etwas bei Wahrscheinlichkeitsaussagen zu Be-
achtendes hingesatellt, Dieser Charakter wird in folgender Aufgabe
deutlich:

Aufgabe: Bei einem Rennen starten 5 Pferde. Herr Adam sieht die
Gewinnschancen wie folgt: Pferd A gewinnt mit 60%-iger Wahrschein-
lichkeit, Pferd B mit 30%-iger Wahrscheinlichkeit, die Pferde C,D,E
mit je 10%-iger ¥Wahrscheinlichkeit.

Beachtet Herr Adam die Regeln der Wahracheinlichkeitsrechnung?

Verkniipfung von Versuchen; die Multiplikationsregel. Anders als

die Additionsregel erschlieBtdie Multiplikationsregel doch neue
MBglichkeiten bei Versuchen, die durch "Verknupfung" (z.B. Hinter-
sinanderausfithrung) von einfacheren Versuchen.entstehen.

Aufgabe: Aus der nebenstehenden Urne werden nacheinander zwei
Kugeln gezogzen., Wis grol ist die Wahrschein-

lichkeit, daf die erste Xugel schwarz und die
0O0O0O0@®@O®EOQO O

swelite weil is8t?
L¥sung: Die Wahrscheinlichkeit, ala srste 2ine schwarze Kugel zu
sishen, iat offenbar a. Wir achreiben: P(S‘)sng. Die Wahraschein=-
lichkeit, dann aine weile Kugel zu siehen - wenn muerst eine sachwar-
ze gezogen wurde - it 4. alsor P(¥,| 8,)-;.
Wie kommen wir nun zu P(8,4 ¥,)?

Wir misaan une auf airna destimmte Voratellung von Wahracheinlich-

%21t harufan und arsumentieren atwa in folgendem Oedankenexperiment:
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Ked einer lHnpgeren Versuchnserie wird in a aller FHlle die ercte
Kurel pehwarz sein. In :‘, aller dieser FHlle wird die zweite Kugel
weifi nein, Daher wird in é- ; aller PHlle die erste Kugel echwarz
wnd die zweite weifB sein. Somit silt:
e s 4 _
P(8,A W,) = P(8,) . P(W,| 31”3' f=ty

in Verallpemeineruns dieser Uberlesunsen erh#lt man:

Multiplikationsrepel der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Sind E1,E2

Freisnisse eines Versuches, so gilt P(E, A E2)==P(E1).P(E2|E1). Zur

Veraﬁachaulichung der Anwendung der Multipiikationsregel, insbe-

sondere bei zwei- und mehrstufigen Versuchen, sind Wegdiagramme

niitzlich, wie das nebenstehende Wegdiagramm
fiir die obige Aufgabe. i g
A
Nun konnen Aufgaben liber "zweistufige" S1
Versuche behandelt werden oder auch Auf- & %
paben folgender Art, bei denen eine "Stu- w2

fenabfolee" erst hineingelegt werden muB.

Aufgabe: Eine Diebstahlsicherung funktioniert mit der Wehrschein-
lichkeit 0,9, eine zweite mit der Wahrscheinlichkeit 0,95. "Funk-
Lionieren" bedeutet dabei, daB im Einbruchsfall Alarm ausgeldst wird.,
REin Hausherr 1H8t beide Anlagen so einbauen, daf sie unabhﬁngig von-
einander sind. Mit welcher Wahrecheinlichkeit wird im Einbruchefall

Alarm auvsgeldet?

Besonders einleuchtend erscheint die Multipliketionsregel, wenn
man sie fir Wahréchainlichkaiten, die reletive Anteile eind, an-~

wendet, wie in folgender Aufgabe.

Aufgobe: Tn einem Stnat aind 25% der Bevilkerung von weliler Haute
farbe. Von diesen hnber 30X hbhere Bildung, (n) Wie groB imt der

relative Anteil der WeiBen mit hBherer Bildung nn der Nennmtbevtl=
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xerung? (b) Wie kann man (a) mit Hilfe der Multiplikationarepsel
18sen? (Wie groB ist die Wahrascheinlichkait, da8 ein zufHllig aus-
gewhhlter Staatsblirger ein WeiBer mit hSherer Bildung ist?)

Mehrstufige Versuche. Mittels mehrfacher Anwendung des Multipli-
kxationasatzes kann man bei mehrstufigen Versuchen Wahrscheinlich-
keiten fUr Ereignisse berechnen, die Folgen von Ereignissen der

Binzelversuche sind. Modellbeispiel ist mehrfaches Ziehen aus einer

Urne {mit oder ohne Zurlicklegen). 1 g
Z2.B. gilt fir die oben dargestellte Urne weiB
bei Ziehen ohne Zurlicklegen: l ;
P (weiB, schwarz, weiB) = g . g . g"ﬁ%‘ achwarz
Zur Veranschaulichung dient wieder %
ein Wegdiagramm, weil

Es ist erstaunlich, welche Aufgaben mit der Multiplikationsregel
geldast werden kdnnen, ohne Yerwendung bombinatorischer Formeln. Dip

folgenden Aufgaben sind Beispiele dafir.

Aufgabe: In einem Raum sind 5 Personen. Wie groB ist die Wahr-
acheinlichkeit, daB mindestens zwei (a) am gleichen Wochentag,
(v) im gleichen Monat, (c) am gleichen Jahrestag geboren wurden?

L8sung zu (a): ¥ir betrachten das Gegenereignis -E, daB alle an
verschiedenen Yochentagen geboren wurden, und fragen eine Person
nach der anderen nach ihren Ceburtatag. Es saien x,,x2....,x5 die
Antvorten, die wir bekommen, Wir betrachten die Ereignisae:

Byt x21 (xy}, 833 x,d (x,,xe). I l g
Byt x‘Q (’1"2'13)' L 15‘ (x',xz,xB.x4) B,
Dann gilt: 8= By A ﬂ’A R‘A Py o

Aua dem nahenstehenden ¥Werdiagramm lsaen R3

3
wir ah ;
;
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Anfpabe: Beim deutschen Zahlenintio werdsn 6 verschiedsne Nummern
aun 49 pezoren, Dahol kommt es auf die Reihenfolpe nicht an, VWie
erofl int die Wahrascheinlichkeit fUr einen bestimmten Ausfall (und
damit fUr einen richtigen Typ)?

l8sung: En sel M eine 6-eleomentige failmenke aus den 49 Rummern.

Wir ziehen eine Nummer nach der anderen, die Ersebnisse selen

X' ,x2.¢oo.x6. 1 265
Aus dem nebenstehenden Wégdiagramm 116 M
lesen wir ab, daB die gesuchte Wahr- 1 355
scheinlichkeit 2 €M
BB gdli2 ) [

40 "348 37 36 %5 14 2’7
betrirt. 13614

Fin erstes Gefiilhl fir Wahrscheinlichkeiten bei lingeren Versuchs-
serien vermitteln "Umkehraufgaben" der folgenden Art:

Aufrabe: Wie oft muB gewiirfelt werden, demit die Wahrscheinlich-
keit fir mindestens eine 6 grtfer als 99% isti?

Baumdiacsramme. Manche Ereignisse kdnnen nicht durch einen "Weg"

darrestellt werden, sondern erfordern ein "verzweigtes Wepdisgramm",

ein sorenanntes Baumdiagramne gum Beispiel in der folgenden Aufgsbe.

Aufrabe: Aus der nebenstehenden pezeichneten Urne werden gwei

Kureln ohne Zurilicklegsen gezopen. Berachne die Wahrscheinlichkeiten
filr folrende Ereisnimee:
(n) Reidea Kugeln haben dieselbe Parbe,

(h) Fine Kumel {mt rot, eine weil,
MEEEEER

(¢) Nie wwoite Knrel ist mchwars,

(d) Keine der Kupgeln imt weis,
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H
1¥sungs Wir stellen den ganzen Versuch in ainem Baumdiagramm dar.

Jeder Ausfall entapricht einem "Weg". !
3

WA DN

f

v ?

w 8 i

3 1 2 14

v é

w rw ] rwsr 4

X

{a) Beide Kugeln haben dieselbe Farbe. Dieses Ereipnis setzt sich %
aus drei Ereignissen zusammen: (w,w), (s,s), (r,r). Diesen Ereig- ;%
nissen entsprechen Wege im Baumdiagramm. Die zu verschiedenen Wegen Z
L

gehdrenden Ereignisse sind unverwinbar, daher kdnnen wir den Addi- ‘2

tionssatz anwenden und erhalten fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

=8 303 feyondpr o

(b),(c),(d) zehen analog, Bei (d) kann man aber auch so schlieBen: _ﬁ

P=P (1. Xugel nicht weiB).P (2. Kugel nicht weiB|1. Kugel nicht

ve1d) =3 =4y
Aus der Ldsung zum Teil (d) der Aufrahbe s3isht man, daB sich doch f
manche Ereisniasse mit einem Weg dbeschreiben lassen, wenn man es auch E
aus der Aufgabe auf den ersten Blick nicht unbedingt erkennt. 3
Mit Hilfe von Baumdiasgrammen laszsen sich eine Reihe von Aufpgaben :

behandeln. NDie Orenzen der Methode sind dann erreicht, wenn die Baum-
diagramme uniihersichltich werden, was nio& wohl in einiren Flillen
durch gaachickte Wahl der Rreignisne auf den einsmelen "Stufen" ver-
maidan 1MBt, INOGt amn mich ader nicht varmeiden, ao ban¥tiat man ‘;

kombinatorianhe Formeln,

[P TR T LSk 7 AR & i SR S S0 o AR WTaRE A e o B 8 Biln. - ¥ P
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hie rmeauchte Wahrscheinlichkeit ist aomit f%. g. g. ;.

Die erate Ldsunssvariante geht von der Annahme der Gleichwahr-
acheinlichkeit in einem relativ kompliziertem "Grundraum" aus, nim-
lich in der Menge aller 4-elementigen Teilmengen von {1,2,...,10}.
Bei der zweiten und dritten Variante wird Gleichheit flir bedingte
¥ahrascheinlichkeiten angenommen,die ziemlich evident ist, und dann

mit Wahrscheinli¢hkeiten gerechnet. Bei der ersten Variante wird

eimentlich (nur) Kombinatorik betrieben.
Nicht immer 1HB8t sich - wie im obigen Beispiel - Kombinatorik
sanz umgehen, wie folgendes Beispiel zeigt, das flir eine wichtige

Klasse von Aufgaben grundlegend ist.

Beispiel: Fin Versuch, bei dem ein Ereignis E mit der Wahrschein-
lichkeit p eintritt, werde 10-mal unter gleichen Bedingungen durch-
sefilhrt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E4,
daB dabei F genau 4-mal eintritt?

Iosung: Ein vollstHndiges Baumdiagrem zu diesem Versuch whre

7iemlich uniibersichtlich.

N
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Man erkennt jedoch: Jeder Weg, der zum interemsierendan Ereisnis

g% funrt, hat die Wahracheinlichkeit p}(1-p)®, Die Frame it nur:

Wie viele solche Wege gibt en? - Die Kombinatorik gibt dia Antwort:

Bs sind (t?) Wege. Daher ist die gmesuchte ¥ahracheinlichkeit gleich
pet) = ({1t (1-m8.

Mit dem obigen Beispiel ist praktisch die Binomialverteilung her-

geleitet. Die beiden Beispiele zeigen, zu welchem Zweck kombina-
toriache Formeln - wenn {iberhaupt - im vorgeschlagenen Kursaufbau

eingesetzt werden:

Kombinatorische Formeln dienen zur Berechnung von Anzahlen von We-

gen bei unlibersichtlichen Baumdiagrammen.

Welche Rolle spielen die Aufgaben im bisher skizzierten Kurs?

Bei vielen schwierigen Aufgaben in manchen Lehrblichern der Wahr-
scheinlichkeitérechnung hat man den Eindruck, sie werden lediglich
gestellt, damit eben schwierige Aufgaben vorkommen. Ich meine da-
mit vor allem jene Aufgaben, bei denen komplizierte kombinatorische
Berechnungen anzustellen sind. Dazu ein Beispiel: "Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, daB bei S-maligem Wirfeln mindesten zwei Sechsen,
zenau eine Eins und keine Drei kommen?® - Da man Erei-nisse und ins-
besondere endliche Mengen auf sehr verschiedene Arten beschreiben
kann, sind der Phantasie fast keine Grenzen gzesetzt und man kann
Aufgaben stellen, die nur schwer mit dem Werkzeus einiger kombina=-
torischer Anzahlformeln bearbeitet werden kdnnen. Doch wozu diese

Aufgaben? Vielleicht um die Unachtrfen des Begriffes zu verdecken?

Im vorgeachlarenen Kura aind zu Beginn (vor Behandlung der Multi-
plikationaregel) lodtnlich aolche Aufraben vorreaehen, deren mathe-

mntiache Dehandlung HuBerst einfnch int, meist nur einen Rechenachritt

ERAE R R s R e




crfordert = verglalehbar etwa mit "3chluBrechnungen”. Ich glaube

nuch, daB dieme Aufgaben ohne vwoiters 12-jHhrigen Schlillern gestellt
worden kdnnten. Anderseits pglaube ich aber auch nicht.‘daB sie fur
17~3itihrige, die noch nichts Uber Wahrscheinlichkeit gelernt haben,
zu einfach sind, und noch weniger plaube ich, daB sie Ubersprungen
verden sollten, Die Schwierirkeitl liegt ndmlich in der Vielfalt der
Anvendunpskontexte, die aber inspesamt erst ein addquates Versi&ndnis
von Wahrscheinlichkeit ermbglicht. Mit Hilfe der Additions- und
Multiplikationsregel sowie Weg- und Baumdiagrammen werden dann Wahr-
scheinlichkeiten aus Wahrscheinlichkeiten berechnet. Die dabei ge-
stellten Aufgaben haben vor allem die Funktion, diese Regeln ein-
zuiiben.

Wir fassen zusammen: Die Aufgaben im bisher skizzierten Teil des
vorgeschlagenen Kurses haben vor allem die Funktion, grundlegende
Beoriffe und Regeln zu vertiefqp. Daneben sollen sie natirlich mo-
tivierond virken., - Aufgqhén, H;P stoctastische Verfahren einiiben
soVlen, die in der Praxis vervendet werden, sind noch kaum vorge-

kommen.

in welche Richtuns soll der Wahrscheinlichkeitskalkiil weiterent-

—

wickelt werden? Ich meine, daR kompliziertere Aufgaben, insbesondere

jene, bei denen Kombinatorik bendtigl wird, auf ein bestimmtes Ziel
abrestellt sein sollen. Als ein solches Ziel sehe ich einfﬁche Me -
thoden der beurteilenden Statistik, mloo Test- und Schitzmethoden an.
Sir verfeinern und prizisieren den Zusnmmenhang zwiachen der mathe-
matinchen Wahrscheinlichkeit (einer 2ahl) und der Wirklichkeit, den
wir vorlHufis in der Reqel "Wahracheinlichkeit als relative HHufig-
knit" hermentellt haban.Allen diesen Vorfnhren int gemeinanm, dnB
auo pewinnen Annahmen (ibar Wahracheinllichkelten (hzw, Ubhor damit zu-
pammenhinsende "Parnmeter"), die Wnhrnoheinlichkeiten flir bestimmte

Kreionione, doren Kintreten bew, Nichteintreten reiil beobnchtet werden
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kann, berechnet werden, Aus dem Frpebnis dar Rsobachtuns achlieflt
man dann zurlick auf die Ausganpsannahmen. Was braucht man dafir vom
Wahrscheinlichkeitskalkiil? Diea hHngt davon ah, welche Art von Fx-~
perimentan zur Uverprifung von Wahrscheinlichkeitashypothesen durche
gefuhrt werden. Wir wollen uns auf zwei typiachﬁ Experimente he-
schriénken:

= Durchfihren von Versuchsfolgen,

- Ziehen von Stichproben (z.B. in der QualitHtskontrolle oder bei

Meinungsumfragen).

Beide Experimente kann man als mehrstufige VYersuche auffassen,
zu deren Behandlung wir mit Multiplikationsregel, Wepg~ und Baum
diagrammen schon einen Grundstein gelegt haben. %s stellt sich die
Frage: Welche Wahrscheinlichkeiten sind bei diesen EXperimenten_ch
Interesse?

Im>ersten Fall ist man meistens an der Uahrscheinlichkeit dafur,
daB ein bestimmtes Ereignis k-mal (k€ N) eintritt..intereesieft,

wvas auf die Binomialverteiluns bzw. deren CGrenzfiille Normal-= und

Poissonverteilung hinausliuft. Im zweiten Fall ist es die Wakrscheline
lichkeit dafur, dad in der Stichprobe genau (k€ N) Elemente eirer
heatinmten Tellmenge der Grundresamtheit enthalten sind. Dafir Iat
die hypergeometrische Vertsilung zustindig. Bei weiterer Jtoffre-
duktion im Sinne eines Minimalprogramma kann man sich rur blefer Fre
1#utarung der ﬂrundgedanken auf Vsreuchefolneh heschriinken, zvmal

bei nroﬂan Umfang der Grundaesamtheit im Verzleich sum Stichprohen-
umfnng das Zishen einer Jtichprobe aich wie eaine unabhincinse Ver-

suchafolge verhilt,
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Hnorechnungs bedingter Wahracheinlichkalten. Mit Hilfe dar Multi-

rn.ikationorepel kann man auch bedingte Wnhrecheinlichketiten berechnen:

P(E1A F.)

FPY %) Al .__- (4 - 4 R iry
v\hglh1)— '“F(W;T"_ (Dies it hier nicht die Definition der bedingten

Wnhrscheinlichkeit!), Dies wird etwa bei folgender Aufgabe verwendet:

Aufpabe: Drei Maschinen 1,77 und IT1

vroduzieren Transistoren, und zwar die

Mrgehine T 40%, die Maschine IT 25% und

d.e Maschine TIT 35% der Gesamtproduk-~

tion. Der relative Anteil an fehlerhaf-

Magechnine

IT

[

Ly

i

rel, Anteil
an Gesamte-
produktion
in %

40

Fehleranteil
in %

t=n Transistoren ist bei I 5%, bei II 3% und bei IIT 8%.

(2) Wie groB ist der relative Anteil an fehlerhaften Transistoren

in der Gesamtproduktion?

{b; Formuliere und 18se (a) wahrscheinlichkeitstheoretisch!

(¢) Zufdllie erhalte ich einen fehlerhaften Transistor. Mit welcher

Wahracheinlichkeit stammt er von Maschine 17

Losunz: (b) Ein Transistor wird aus der Cesamtproduktion zufdllig

ausgewdhlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist exr fehlerhaft? Mit

Hilfe der Ereignisse E1: Der Transistor stammt von der i-ten Ma-

schine (1€ i€3); F: Der Transistor ist fehlerhaft, und dem ver-

kiirzten Baumdiagramm

0,4,

4

0,0%

0,0%

I

\J

-

0,0R
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erhtilt man: P(P)=0,04,0,05+0,25.0,03 +0,35.0,08 = 0,0555
(c) Gesucht ist P(E,|F). |

P(E,AP) 5400
Es ist P(B‘U‘) See 13 ;e .' % 0,36

Man beachte, daB sich der "3Jatz von der totalen Wahrscheinlich-
keit" bzw. die "BAYEsche Regel", die oft zur L¥sung derarticer Auf=-
gaben herangezogen werden, zwanglos aus der Verwendunsg von Baumdia-

grammen ergeben. Man braucht sle gar nicht eigens zu formulieren.

Fs sei auch darauf hingewiesen, daB aich die obige Aufeabe (auch

die Frage (c)) ohne Wahrscheinlichkeit formulieren und 18sen l}Bt!

3., Mengenmodell, Axiomatisierung und ihre didaktische Bedeutung

Was geschieht bei der Bildung des Mengenmodells und bei der Axio-

matisierung? Im bisherigen 8inn entspricht Wahrscheinlichkiet einer

physikalischen GrtSe. Wahrscheinlichkeiten sind MaBzahlen, die re-
alen Gegebenheiten nach gewissen Regeln zugeordnet werden. Additions-
und Multiplikationsregel stellen Zusammenhinge zwischen Wahrschein-
lichkeiten her, wenn die entsprechenden (realen) Ereirnisse in se-
stimmter Weise zusammenhiingen, Das mathematische'ﬂodell ist in diesem
Fall die Struktur (der angeordnete Xdrper) der reellen Zahlen. Durch
die Einfuhrung von Bezeichnungen wia "Versuch" oder "FEreisnis", durch
das Verknlpfen von Breignisssen, durch Baumdiagramme uvaw, werden die
Realsituationen strukturiert, es werden aber noch nicht die damit
remeinten Teile dar Reslsituvation von der Wirklichkeit getrennt und
ala aigenes mathematisches Modasll errichtet.

Durch Bildung von Ereisnisraum (auch: Stichprobenraum) und/oder
Treinnisnlrehra (Axiomatinoh cder mittals ReprMesantantan) ale salhat-
Hndirce mathematiache Ohjekte wird dar Modellbilduneaprozel weiterrs=-
trishen, Rin weltarea Otlok der Btruktur der ¥irklichkeit wird von

der Wirkliochkei{t getrennt,

e R e e o S ma
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Pie nxiomatische Wahracheinlichkeltadefinition trannt ebenfalls,
nnd zvar dan allgemein-formale, mathemntiache von dem, was nur der
jrwerilipen apeziellen 8ituation anhaftet.

kKin weiterer Aspekt, der sowohl der Mengenmodellierung als auch
der axiomntiechen Wahracheinlichkeitsdefinition anhaftet,ist fol-
render: Wihrend der erste Wahrscheinlichkeitsbepgriff nur lokal wmo-
jelliert, d.h. nur in Bezug auf ein einzelnee Ereignis (oder einige
Kreirnisse, die irmendwie zusammenhineen), erfolgt durch Mengenmo-
dell und axiomatische Definition eine globale Modellierung. Es wird
ja die Ereipnisaleebra gebildet und Wahrscheinlichkeit ist eine
Funktion, die jedem Ereignis eine Zahl zuordnet. Besonders wirkt
sich dieser Unterschied bei mehrstufigen Versuchen aus: Rechnet man
zuntichst "lokal" mit bedinecten Wahrscheinlichkeiten (etwa lings eines
Pfades), so ist dann der volle Ereignisraum (etwa ein cartesisches

Prodikt) imtote ai buins tractiten ™)

Warum iiberhaupt Mengenmodell und axiomatische Wahrscheinlichkeits-

lefinition im Unterricht? Wie jede Mathematisierung trigt auch die

veitere "Mathematisierunsg" des Wahrecheinlichkeitsbegriffes zu des-
sen Klirungs bei. Zunichst wirken schon die priézisen Begriffe der
Yathematik, insbesondere der Mensenlehre (Teilmengen, Mengenopera-
tionen, Funktion,...), in diese Richtung. Weiters wird es durch die
frennung von Realsituntion und mathematischem Modell erst mdglich,
ias Verhtiltnie von Realsituation und mathematischemModell gu unter-
juchen. Insbesondere kinnen die Voraussetgzungen der Modellbildung
rewuBt gemacht werden, etwa die der Gleichwahracheinlichkeit, der
Innbhinginkeit usw. Finen wertvollen Dienst kdnnen dabei Modellbil-

lunizen lelsten, die gu widersprilchlichen Krrebniesen fihrten (darunter

+) NMeser Ubermang entopricht mainas Erachtens stwa dem Uberpnans
ver: "elaebraischen" Reohnan mit Varimblen sur ODtrukturalpebra,
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klnasische Paradoxa der Wahrscheinlichkeitarechnuns),

Fin anderes 2iel, das mit der ve{tpren Mathematinierung des Wnhr-
acheinlichkeitabegriffes im Unterricht angantrebt werden kann, 1et.
diesea: Es kann die Entwicklung eines mathemagiachen Beeriffes, mit
all der inhdrenten ProzeBhaftigkeit ﬁnd den damit verbundenen Ver-
Hnderunsen vorgefUhrt werden. Namit werden methodoloziache Kennt-
nisse Uber Mathematik vermittelt, was jﬁ immer im Unterricht mit an-

gestrebt werden muB, sollen nicht nur "Fachidioten" Ausgebildet werder

Die senannten - zugegebenermaBmanspruchsvollen - 7iel_e werden durct
die Behandlung von Mengenmodell und Axiomatik nicht automatisch er-
reicht. Sie erfordern bewuBtes Anstreben, insbesondere miissen ent=-
sprechende Fragestellungen im Unterricht thematieiert werden. Dies
spricht fUr einen theorieorientierten Unterricht. In den vorgegang;-
nen Teilen war der Unterricht verfahrensorientiert, das: Schwerpgewicht
lag auf der Bntwicklung von Methoden zur Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten. Neue Methoden in dieser Hinsicht wird der Schiiler intot
nicht lernen, ar so0ll nur menaner erfahren, was Wahrscheinlichreit
ist. Tch glaube nicht, daB diese Grundlagenprobleme fiir einen etwa
15=-3jihrigen Schiller zu schwierig sind. Es ist nur im Mathematikunter-
richt nicht Ublich, sie so deutlich zu formulieren. Thre Behandlungz
sracheint mir jedenfalls so leichter, als wenn Qrundlaqenprohleme am
Beginn des jesweiligen Kapitels achnell "erledist" werden.

Sreignisriume eines Versuchs. Fragen nach den Grundlagen =2ntstehen

oft in Konfliktfillen, wenn Problems auf Grund der bekannten und er-
probtan Verfahran nicht ldsbar arschienan. Binige Fragen dieses Ka=-

pitela kdnnen an folgendem Reiapial demonstriart werden:

Aufeabet 7Zvei Minzen warden gaworfen., Wie gro8 iat die Wahrschein-
lichkait, dn0 bei heiden MUnsen "Zahl" kommt?

CREND SR PR R L R IR TR o R D P T R




7vwei llchller Argumentieren unterachiedlich,
At Kn ribt drei Mdglichkeiten: 1. "Zahl" kommt Uberhaupt nicht;
2y "Zahl" kommt. ?1nma1: 3. "Zahl" kommt zweimnrl. Drher ist die Wahre

scheinlichkeit daflr, dn8 zweimal "2ahl” kommt, pleich ;

R: Ka mibt vier M8zlichkeiten: 77, 7W, W7, WW (22 bedeutet, dal bvei-
de Miinzen Zahl zeipen; 7W bedeutet, daB die arste Miinze Zahl, die
zweite Wappen zeigt: vaw.). Daher ist die Uahrecheinlichkqit. dai
zveimal "7Zahl" kommt, rleich }. Fithrt eine Veraqchaserie durch. Je-
der Schiller wirft 2 Minzen 10-m2l und ﬁotiert. wie oft dabeil beide

Miinzen "7nh1" zeigen.

Me heiden Schiller sehen offenbar verschiedene "Gesamtheiten von
Ausfdllen”. Die mathematische Beschreibung der beiden Lﬁsuﬁgswege
fithrt auf den Bepriff des Ereigniaréuma. Der Argumentation‘von A liegt
etwa die Menge (0,1,?), jener von B die Menge {Z22,Z¥,¥Z,¥W} als Er-

eirmmisranm zusrunde. Dies ergibf sich sus folgender Definition:

Definition: Gegeben sei ein Versuch mit einer Gesamtheit von Aus-
fiillen. Entspricht jeder Ausfall genau einem Element der Menge 1 und

vmmekehrt, 80 nennt man QO einen Ereienisraum des Versuches.

Freignisse kbnnen durch Teilmengen von Ereipnisriumen beschrieben
werden. In Beispielsn kSnnen gzu nicht #u komplizierten Versuchen Er-
eimiariume rehildet werden, wohei die Mehrdeutinrkeit des Modell-
bildunm bewull werden sollte, Re et nicht jedes Ereisnie in jedem
Ereirniaraum beaschreidbhar. Ale Ereisnisriume fur mehratufige Ver-
euche warden cartesiache Produkte brw. Teilmensern von molchen ver-
wendet, (Die Klamente entmprechan Wepsan in Baumdimgrammen).

Nie Pnteprachuns awvischsn ¥reinnie- und Menranoparationan 1ot une

rroblematiach. DrRO man achlieflich Teailmenmen don Hreiznieraumes

"EBrairnimase" nennt, ist eine reine Baretichnunsmnnpelerenheit. lo,
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wia man nach Haeratellung der Koordinatenahbhilduns vom Raum auf die
Manze'RB rewinge Teilmeannen des R’ "Garadean”, andere “"Kbanen" nennt

usw, Namit iat das Meangenmodell aingaflihrt,

Axiomatische Wahrschainlichkeitsdefinition. Ka iat klar, da8 eine

rein mathematische Definition von Wahrscheinlichke{t nur auf der Ba-
8i3 dea Ereignisraums keine eindeutigen Werte liefarn kann: ﬁ==(0,1y
kann Freignisraum eines Munzwurfes, eines ReiBnagelwurfes, eines
Ziehens aus einer Urne mit achwarzen und weiBen Kugeln dein usw.
Dementsprechend kann P((O)):-é, 0,26 bzw. % sein. Han verzichtet auf
die Bindeutigkeit und kommt zur axiomafischen Definition, indem man
nach charakteristischen Eigenschaften des Begriffes sucht. Dabei ist
zu beachten, daB8 Wahrascheinlichkeit - abstrakt gesehen - eine Funk-
tion iet.‘die Breignissen reelle Zahlen zuordnet. Bin #hnlicher Ab-
straktionsvorgang liesgt vor, wenn man statt "Umfang einer bestimmten

Figur" den Begriff "Umfang" an sich betrachtet. .

Definition: Es sel 0 ein Ereisnisraum. BEine Punktion P, die jedem
{(vetrachteten) Rreignis AcQ eine reelle Zahl P(A) zuordnet, heiBt
Wahrascheinlichkeitsfunktion oder kurz ¥Wahrscheinlichkeit, wenn gilt:

(¥ 1) Fur jedes Freignis A gilt: O<P(A)s!
(Ww 2) PA) =
(W 3) Sind Ay, A, Breignisee und xilt AN Ay={}, 30 gilt:

Die Allgomeinhéit dieser Definition kann an einfachen bekannten Bei=-
apislan domonatriert werden, Ihr Vorteil liest in der universp?ien~

Anwendbarkeit, nin Nachteil darin, 4a8 rie nicht zu eindeutigen Wer-
ten fUhrt. Zum besseren Veratindnia disaea Sachverhnltes kidnnen Auf-

gabpn der folgenden Art bdeitrngant

SRARI T b AT A I S HT T AR Al e AT i 3 sl B A AR i APy St e . A S ot
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Aufraba: Definiere dred verachisdene Wahrscheinlichkeitsfunktionen

mf dem Ereirniaraum Q= {a,h,c}!
Anfeabe: Bo nef O = 10,1}, Wir betrachten drei Wahracheinlichkeite-

funktionen Py,P, und Pg: Pyt By (10V) =4, By (1)) =3

PpiPy({0}) =0, 92((1) ) =1 Py:Py({0}) =I}. Py({1}) =1 -’E'!.

Gib zu jeder dieder Wahrscheinlichketisfunktionen einen Versuch an,

fiir den sle geeignet erscheint!

Es wird klar, wie Wahrscheinlichkeitsfunktionen auf endlichen Er-
eignisrdumen aussehen. "Wahrscheinlichkeit als relativen Anteil" er-
hdlt man als Spezialfall unter der Annahme der Gleichwahrscheinlich-

keit in einem endlichen Ereignisraum.

Folmerungen aus den Axiomen. Die Bedeutung der axiomatischen Wahr-

scheinlichkeitsdefinition nach Kolmogorow erschbpft sich nicht in
ihrer Universalitﬁt. Wesentlich ist, daB sich darauf eine reichhal-
tice Theorie aufbauen 1iBt, in der viele grundlegende SZtze enthalten
sind, insbesondere die Gesetze der groBen Zahlen. In diesem Sinn
erscheint es mir zweckmiBig, einige einfache Sttze aus den Axiomen
herzuleiten. Dies festist Bekanntes, bestHtigt damit, daB das Axiomen-
syatem rut rewdhlt war, ist eine libung im Beweisen und erliutert das
Arbeiten in einer axiomatischen Theorie. Damit keine falschen Vor-
stellungen aufkommen: Als vorlHufimen Hthepunkt stelle ich mir etwa

den Beweis der Formel P(AU B) = P(A) 4+ P(B) - P(An B) vor.

Bedinmte Wahrecheinlichkeiten. Nie Additionsresel 1et im neuen

System ein Axiom geworden. Was ist mit der Multiplikationaremel?
Knnn man sie herlieten? Die Multiplikationarerel lnutet mit Mencen-
operationen angaeschrieben: P(AA B)= P(A).P(R|A). Dabei ist mber
P(R]A) im neuen Syntem noch rar nicht definlert! Damit die Multipli-

kationarese]l erhnlten bleibt, definiert mun dnhers
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Definition: Fs sei N ein Breisnisraum und P aine Wnhrscheinljche
keit in 0, Weitera saien A,BcN Ereisnisse und P(A)> 0. hann ist

die bedinste Wahracheinlichkeit yon B untaer der Redinfune A repaben

durch T(B|A) -%4("1’-,-”1.

Dies kann man natUrlich auch unter Ruckariff auf relative An-

teile und relative Hiufigkeiten motivieren. Jedanfalls wird he=-
dinste Wahrscheinlichkeit in diesem Syétem'auf Wahrscheinlichkeit
zurlickgefihrt und ist kein Grundbegriff ’).

Yelche Annahmen werden bei ¥ahrscheinlichkeitsberechnungen ge-

troffen? Wir wollen diese Frage anhand des oben erwihnten Beispiels

von der unterschiedlichen Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir
"zweimal Zahl" beim Werfen zweier Minzen diskutieren. A erhilt %,'
B erhdlt } als Wahrscheinlichkeit. Das Resultat von B erhilt man

auch, venn man dis Aufgabe mittels eines Baumdiagramms 16st:

P(ZZ)=5-5=} 17 1

Yelcher Ereignisraum liegt hier zugrunde?

Offenbar: Ay = {22,2V,¥2,W¥) . ‘1?/\% }/\é
' 2

LA W
A k¥nnte einwenden: Es gibt ja keine arste und zweite Miinze! Na=

her kann ich zwischen 2W und Y7 mar niakt "nterscheiden, B d~arauf:
¥ir k¥nnten die Munzen ja kennzeichnen, etwa flrben. Es iat nicht

anzunehmen, daB sich dadurch die Wahracheinlichkeiten #ndern.

») s =ibt ein von A, Ranyl atammendes Axiomensystem, in dem bedingte
Yahrschainlichkeit ala Orundbasrifs Aufachein und daher die Multi-
plikatlonaresel ala Axion. (Slehe fRenyi 1973)) :




Welehe weiteren Annahmen lieren dem Baumdiagramm zusrunde?

Wir botrnchten die Freirnisse:

7y: Wel der eraten Minza "Zahl" e (27,7W)
Wyt Bei der ersten Miinze "Wappen" = (W7, W}
7, Bei der szweiten Miinze "Zahl" = (72,W7}

Wyt Bei der zweiten Minze "Wappen®" = {7W,WW),

Nie Zahleneintrapguncen im Baumdiapramm bhedeuten nun: P(Z')zP(H‘)z '2:

. 1 '
_ P(?.?l 74) = P(w2| Z4) = 5 P(?.?I ¥ ) = P(w2| W)= 5
Pies aind Gleichheitsannahmen liber Wnhrscheinlichkeiten und bedingte
wahrschejnlichke;ten. Daraus folst dann:

1 1 1
P(7yn 7,) = P(Z,).P(Zle,)==2. 3 = 7 us¥. Wir kbnnten auch folgende
Annahmen treffen:
1 1

sowie, daf Z1 und 22 bzw. Z1 und w2 bzw. V1 und 22 bew, H1 und UZ
jeweils unabhiingig sind (Kurz: Die Ereignisse der eysten Stufe sind
unebhiineigs von denen der zweiten Stufe). Dann gilt z.B.

P(7,0 5,) = B(Z)) . P(Zy) =5+ 5 =7.

Wir sehen: Wir kinnen das Resultat von B durch einleuchtende Annahmen
berrinden. Die Annahme, die A trifft, nHmlich Gleichgahracheinlich-
keit in 0A==(0,1,2$ kann nicht weiter besriindet werden. Fuhrt man
eine Verauchsserie durch, so wird eich das Ergebnis von B als eher
restitzt herausatellen (bel penligzend vislen Versuchen).

Derartime Uberlesunsen sollten enhand von Aufsmaben vertieft werden.

Aufradbes Fin Wurfel werde zweimnl reworfen, Die Summe der Augen=-
zahlan kann 2,3,4,...,12 betraren. Wire im Ereignisraum (2,%,4,...,12)

die Annahme der Gleichwnhracheinlichkeit merechtfertint?

In diesen Zusammenhnar paft auch die "Aufrabe von OGrlilei", (Sie

6011 dem barihmten Naturforacher vom Firrten der Torkaner restellt

vorden main)t




Aufraba: Warum erncheint beim Wurf dreier Wurfel die Summe 10
Bfter als die Summe 9, obwohl beide Summen auf 6 Arten eintreten
k8nnen: 9= 14246 = 14345 = 14444 = 24245 = 24344 = 343+

10 14346 = 14445 = 24246 = 24244 = 24345 = J+344

¥ill man auch geometriache Wahracheinlichkeiten bahandeln, so bie-

tet sich etwa das B;rtrandsche Paradoxon zur Demonstration nicht ein-
deutiger Modeilbildung an. In diesem Zusammenhang sei darauf hinge-
wiesen, da8 Unklarheiten hinsichtlich von Versuchsanordnunsen sehr
schnell beseitigt werden kSnnen, indem man sich iiberlegt, wie man dew

Versuch mit Hilfe von Zufallsziffern simulieren kdnnte.

Bei all diesen Schwiarigkeiten mit mathematischer Modellbildung
30llte immer dérauf hingewiesen werden, da8 bei allen praktischen’
Aufgaben die letzte entscheidende Instanz die Empirie, alseder Ver-

such,sein muf.

Noch einmal: Was ist Wahrscheinlichkeit? Wir haben diese Frage

bareits einmal gestellt und so beantwortet: Wahrscheinlichkeit ist
aine MafBzahl, die realen Ereignissen nach sewissen Rereln zuseorinet
wird - Hhnlich einer physikaliachen GrdS8e. Diese MaBzahl driickt den
Orad der Erwartung aus, daB das Breignis eintritt. Hine empirische
Uherprifung kann mit Hilfe der Regel "Wahrscheinlichkeit als relative
Rdufigkeit" erfolzen.

Nun haden wir aine mathematiache Definition von ¥Wahracheinlichkeit
kennengelarnt. ¥Wir haban sie erhalten, indem wir wichtige Eirenschaf-
tan des "physikalischen" Wahraoheinlichkeitahesri ffaa alg'Axiomé for-
mulisrt haben, Diese Definition 1iefart zwar keine eindeutisen Werts,

148% alch abar auf viele SpenialiRlle anwenden,und &n laseen sich

srundlezenda SHtze Uber Wahracheinlichkeitan daraus herlaiten,

i
s B
¥




NMe axlomntiache Wahrscheinlichkeitsdefinition bezieht aich nicht

dirnkt auf reale Ereigninse. Sie bazidi aich auf FKreignisse (d.s.

Trilmenmen) in einem Ereisnisraum. Der Breipnisreum und seine Teil-

rem.

drlle werden zwar 8o konstruiert, daB sie die Wirklichkeit m¥glichst

~ut beschreiben, sie sind aber nicht mit ihr identisch.

7Zur RBerechnung von Wahrscheinlichkeiten im Modell milesen Annahmen
retroffen werden.

Oh die jeweiliszen Annahmen perechtfertist sind, d.h. der "Wirklich-
keit" ) entsprechen, kann im mathematischen Modell nicht entschieden

werden, sondern muB8 z.B. durch Versuche liberprift werden.

Annahmen werden

Wahrscheinlichkeits~ -»! Mengenmodell der
phiinomene der Wirk- getroffen Wahrscheinlichkeits~
lichkeit rechnung. Hier wird

Ergebnisse werden | gerechnet.

ibertragen und in
der Wirklichkeit
tiberpriift

Mit der axiomatischen Wahrscheinlichkeitsdefinition ist die Frage
"Was ist Wahrscheinlichkeit" nicht endgiltig beantwortet. Es bleibt
jn die Frage, was Wahrscheinlichkeit in der Wirklichkeit bedeutet,
d.h. wie man zu Anushmen Uber Wahrscheinlichkeitswerte kommt und wie
Wahracheinlichkeitsaussagen in der Wirklichkelt zu interpretieren sind.
Finen Anhaltspunkt bietet die Ramel "Wahrscheinlichkeit els reletive
Hhiufigkei{t"., Sie ist aber nicht immer &anwendbar, z.B. dann nicht, wenn

Versuche nicht wiederholbar sind. Man spricht daher von einer par-

%)

Mathemntische Modelle sind patUrlich nicht "unwirklich". Mit Wirk-
lichkaltl {8l hier jener Bereich pemeint, mii dem wir unmitteldbarer su
tun hnaben, dan wir direkter erfrnssen kinnen (etwa durch die Sinne) als
auf dnam Umweg Uber theoretimche Degriffabilduncen. Der interschied 1ot
nicht prinzipiell, sondern nur aradusll. Theoratische Modelle sind bei

edem Beobachtunsme= und Erkenniniesprorefl 1mmer nohon voraungesetst,
¢r Philosoph Immanuel Kant (1724-1804) nannte diepen immer aohon vor-
aunmesnteten Antedl der Krkenntnis dan a priori.,
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tisllen Dantung des Wahrachainlichkeitsbegriffea. Rine andere par-
tielle Deutunsg wire die: Die Wahracheinlichkeit ainaes kKreirnisses
gibt an, in welchem Verhdltnis jemand auf das Hintreten eines Kr-
aisnisses zu wetten bereit ist. Es sind viale partielle Deutunsen
des Wahracheinlichkeitsbegriffes denkbar. Fine einheitliche, alle
Spezialfille umfassende Deutung, die es auBerdem gestattet, Werte
der Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen, ist noch nicht gefunden wore

den und wahrscheinlich (!) auch nicht mdglich.

4. Was ist flr den skizzierten lehrgang charakteristisch? Y f

Ausgangspunkt ist ein in Realsituationen verankerter Wahrschein-

lichkeitsbesriff. Nach hestimmten Zuominunesregeln werden realen Er-

eignissen Wahrascheinlichkeiten zugeordnet.,

Eg stehen zwei Zuordnungsreseln basierend auf "relativem Anteil”

und "relativer HHiufigkeit" einander gereniiber. Es wird zundichst die ?5
Xonsistenz nichl problematisiert. (Von einem abstrakteren Wahrschein- J
lichkeitsbegriff her gesehen,handelt es sich um "partielle Deutunpen”) |

. Auf der Basis des "physikalischen" Wahrscheinlichkeitsbeariffes g,

wird mit Wahrscheinlichkeiten gerechnet (nicht mit Anzahlen). Auf

*Kombinatorik wird zuniichst verzichtet.
Dabei wird zunkdchst "lokal" genrbeitet. d.h. keine rlobale Struk-

turierung der jsweiligen Realsituation durchrafihrt,

Dis glodale Strukturisrung arfolgt apﬁter durch Mensenmodell und

axiomatische Wwahrscheinlichkeitadafinition. Dersn Hauptzweck liegt in

dar Mdrlichkeit der Untersuchunps das Verhiltniasea von Ralitit und
Mathamatik. Die Voranssetzungen dar Modellbildungen warden untarsucht

An varschiadenen Stellan wird Ubar den Wahrachainlichkeitabhapsriff

lggilgagpnlagq. Nach MBgliohkeit werden daan auch Aufmhen prantellt,

Min walterer Ansdban daa Kurass aollte an grundgmanden Verfnhren der

heurtailonden Dtatiatilk fUhren,
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